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Vorbemerkung. 



Die regulären Polyeder werden in den meisten Lehrbüchern der Stereometrie nur kurz 
berührt, weshalb ich es mir zur Aufgabe machte, diese Lücke, welche ausserordentlich viel Gelegen- 
heit zu algebraisch-geometrischen Uebungen bietet, durch nachstehende Bemerkungen auszufüllen. 

You der krystallographischen Ableitung der betreffenden halbregulären Körper ist aus dem 
Grunde Abstand genommen, weil der reguläre Dodekaeder und Ikosaeder nicht in das Bereich der 
Erystallographie gehören. Die dort erforderlichen Ableitungen, insbesondere die des tesseralen 
Systems werden übrigens nach Yorausgang dieser Behandlungsart, wenn sie auch nicht im Sinne 
der krystallographischen Ableitungen liegt, wesentlich erleichtert sein. 

Um die hier behandelten Raumgebilde als solche bequemer erkennen zu lassen, habe ich 
keine Mühe noch Geduld gescheut, dieselben stereoskopisch wiederzugeben. In wie weit mir diese 
Darstellungs weise der Figuren gelungen ist, überladse ich dem Leser zur Beurtheilung, bitte aber 
dabei doch um einige Nachsicht, zumal die der Druckkosten wegen aus den Lithographien her- 
gestellten Uebordrücke nicht in der von mir gewünschten Reinheit wiedergegeben wurden. Im 
Uebrigen dürfte es sich empfehlen, die vorkommenden Ebenenschnitte oder die einbeschriebenen 
Polyeder mit einem Tone zu versehen, und zwar des Glanzes halber auf der einen Seite des Doppel- 
bildes mit blassrothem, auf der anderen Seite mit blassgrünem Tone. 

Die Selbstfertigung der Stereoskopen gestattet mir, das Schriftchen um einen solchen Preis 
abgeben zu können, dass auch Schülern die Anschaffung desselben nicht schwer fallen dürfte. 
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Einleitung. 



§1. 

Zur algebraisch-geometriBchen BehaDdlung der regulären und der aus diesen herrorgehenden 
halbregulären Polyeder ist eine vorausgehende Betrachtung der regulären Polygone erforderlich, 
weil die für letztere sich ergebenden Werthe dort unbedingt nöthig erscheinen. 

Bezeichnen zu diesem Zwecke: s, h, (hS h*% d, (d', d")y r, r' resp. Seite, Höhe, (Abschnitte 
der Höhe), Diagonale, (Abschnitte der Diagonale), Radius des um- und einbeschriebenen Ejreises 
eines den Ausgangspunkt bfldenden Polygons, während die gleichartigen griechischen Buchstaben 
analog für ein weiteres Polygon gelten sollen, das wir aus dem ersteren ableiten, soll femer, wenn 
nöthig, ein beigefügter Index angeben ^ welehem der Polygone die betreffende Grösse angehört^ 
während a jederzeit den Yieleckswinkel bedeutet, so ergeben sich — abgesehen von Umfang (u) 
und Inhalt (i) — für die drei yerschiedenen Grenzflächen der regulären Polyeder folgende in 
Rücksicht zu ziehende Relationen: 

1) Ist ABC (Fig. 1) ein reguläres Dreieck, so bestimmt sich h aus ADC; r und r' lassen 
sieh nun entweder aus der Beziehung DM + MC :=s fa und der des Dreiecks ADM gleichzeitig 
bestinmien, oder es bestimmt sich r' aus Yergleichung des Inhalts der Dreiecke ABM, BCM, CAM 
mit dem des Dreiecks ABO oder beide Werthe lassen sich gleichzeitig aus der Aehnlichkeit der 
Dreiecke ADC und MDA ableiten. Für o findet sich endlich* aus Dreieck ADC der Werth für 

cos a. Wir erhalten somit: h = -rr- s ^S; r = — s ^S: r' = -r- s 1^3; i = -j- s^ 1^; cos a 

l 3 o 4 

=3 "ö-; a = 60^ und als besondere Beziehungen: h : r : r' = 8 : 2 : 1. 

2) Ist ABCD (Fig. 2) ein reguläres Yiereck, so ist AD = h = s, r' =i= ME; d ist aus 
Dreieck ABD, r aus BD oder aus Dreieck BEM zu s^estimmen. Man hat also: h = s; r' = -^- s; 

d = s 1^2; r = -^- s 1^2; i = s*; cos a = 0; a = 90^ und als besondere Beziehungen: h : r : r' 

= 2:J^:1. 

3) Ist ABCDE (Fig. 3) ein reguläres Fünfeck, so ist, (nach der als richtig erkannten Con« 

struction: MD = r, MH 1.MD und = ~- r, HD oder FH = l/^im^+MH^, FM = PH -, MH, 



* Die Bestimmang^ Ton oos wird g«iifigeii, da hier aus die Übrigen FancHonen leidit zn beetimmen sind. 

1 



EI> = FD) ans Dreieck FMD der Werth s abhängig von r, ako auch umgekehrt r abhängig von 
s beatimmt; femer ist r" aus Dreieck BGM bestimmt, und durch r + r' == DQ beatimmt sich h*. 
Aasweislicb Fig. 4 bt dann BD oder d aus Dreieck BQD bestimmt, DJ oder h" aus Dreieck CJD 
oder aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BGM uud DJC uod damit GJ oder b' ^ h — h". Zur 

Bestimmung einer Winkelfunction hat man entweder aus Dreieck GDJ die Function ain -^ a und 

cos -^ a und damit auch sin a oder cos a zu berechnen, oder aus Dreieck DBG und aus Dreieck 

DEC Z: A CBD die Functionen für sin und cos der Winkel DBG und DCJ = CBD feetzustellen 
und die Beziehung a =: ■^ DBG + ■^ CBD zu berücksichtigen. 

Dieserart erhalten wir: h = -^ s J/ 5 + 2 1^; h' = -i- s ]/ A+_!_^; h" = 



1 iXö-Ks , 1 + 1^5 |/"5-i-l^5" , 1 l/"5 + 2l^5 . 6 „ 

2 B V — ^^ ;d = — ^ — s;r=s |/ — ^^;r'=2-« »/ r—'' = ^'' 

• l/^ + |i£i; ,i. „ = ^ |A±^; ,,, _ _ ^li_^, „ ^ 1080. 
Aueh hier sind besondere Beziehungen zu eonstatiren: 
Abgesehen davon, dass *: MBD = -„ - -^ JTBC, finden wir : h' + h" = -5- s 1/ 5-1-2 1^5, 



l-'V^ 



- 2 1^5 ■ h . h" ^ h'* d, h. die Höhe und damit auch die von der Spitze 

ausgehende Diagonale wird von der zur Grundlinie parallelen Diagonale nach dem goldenen Bcbnitt 
getheilt. Es dürfte hier auch nicht unerwähnt bleiben, dass der grössere Abschnitt einer nach dem 
g. (goldenen) Schnitt getheüten Geraden durch Uebertragung des kleineren Absofanitts abermals nach 
dem g. Schnitt getheUt wird et«, in inf. 80 ist also Fig. 11 AD in B', und AB' wieder in C 
nach dem g. Schnitt getheilt; rein geometrisch wäre Fig. II A EDB' -^ A ADE also B'D : ED 
= ED : AD, oder da A EC'D gleichschenklig ist, B'D : AB' = AB' : AD. Hieraus oder aus dem 
abbän^g von a bwechneten Werthe für d ergiebt sich analog dem ans der Seite eines Zehnecks 
berechneten Radius des demselben umschriebeD en Kreises, dasa die Diagonale eine« Fünfecks** der 
Radius des einem Zebneck von derselben Srntengrösssc, wie die des Fünfecks, umschriebenen Kreises 
ist; desgleichen wäre ED oder C'D ein solcher Radius für die Zehneckas^e EB'. 

Endlich gestatten aämmtliche hier vorkommeaden Wurzeldignanden eine Zerlegung von der 
Form (4- 1 + v^Ö)* + z^ woraus sich, bei Angabe irgend einer Liniengrösae des Fünfecks leicht 
die algobraifich-geometrische Construction der übrigen Grössen ergibt. 

§2 

1) Theilt man die Seiten eines regulären oEcka in ihrer Aufeinanderfolge nach gleichem 

YerhältnisB in 2 Theile und verbindet die Theilpunkte der Beihe nach miteinander, so erhält man 

k. Ist p : q das TheilungsverhältniBS , so ist die Entfernung des Theil- 

l du deh Uec ergebenden Werthes v^k -(- V^ iit Jüer, irie spiter uooli Öfter, die 
1/^* + b +2 l^ab, wie anoh die tTraformting 1/ A ± p^B=l/ * '*' ^^^*~^ 

wen den. 
M hier ohne bMondeia ;Lngsb« nsr <roit ramUUeD Polygonen die Bede. 



^^^■V^^^^^^^^V^^M'^^N/W^^^^ 
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Punktes vom HalbiruDgspunkte der Seite == ^^ r \ ^ ^^^ damit (> = [/ r'^ --|-- Y-P—il 

oder durch die Substitution g>a = p , ©'s = r' alsdann a = -p^ — l/ 4 cp'^ -a. ( P ~ ^ ) . Auf 

2 (p ^ ^ \p + q / 

trigonometrischem Wege erhielte man aus der Beziehung ig — ^" • / i \2 ^^ ^'^^ « = ij und der 

Substitution w . s^ = ig wa^ = i« schliesslich er = » 1/ 1 — -5- -- PJL . -?i?-?. . Yüt p = q be- 

^ ' 2 (p + q)- w r 1 

stimmt sich a auch einfach aus der Besdehung' p = r' oder trigonometrisch aus a = s . sin -^ a 



— ^ . Für das 3eck erhält man dieserart a = -^ s, für das Quadrat a = -^s 1^2, 

1 + 1^5^ 
für das 5eck a -= j s (s. Fig. 5 — 7). Hieran reiht sich die umgekehrte Aufgabe : In ein 

reguläres nEck ein ihm ähnliches mit gegebener Seite zu zeichnen, resp. das Theilungsverhältniss 
p : q zu bestimmen. 

2) Theilt man femer jede Seite eines solchen nEcks so in 3 Theile, dass der mittlere zu 
jedem der beiden äusseren in einem Verhältnisse steht, durch welches die Theilpunkte die Eck- 
punkte eines regulären 2nEcks werden, so hat man zur Bestimmung der Seite a dieses 2nEcks 
entweder die Beziehung g'^a = r'n , wodurch zugleich auch die einfachste Construction angedeutet 

1 2 ^ / B'G \ 

ist, oder die trigonometrische Beziehung sin — a = ■ z. B. Fig. 8.) -tvoT h also n = 

y(8-cr)^ 

. 1 
sm -^ a 

:j • 8, oder die mit Hülfe der kleinsten Diagonale d (als welche beim A zugleich die 

1 + sin Y" « 

Seite zu nehmen ist) aus der Aehnlichkeit der Theildreiecke sich ergebende Proportion 

s — a , - d 

— - — : 8 = a : d, also o = -s — r— r s« 
2 ' 2s -r d 



Für das Dreieck findet sich so: ir =-- -«- s; für das Quadrat: a = ( — 1 + v^2) s; für das 

5eck 10 = -=- sl^. 
5 

Statt der hier geforderten regulären 2nEcke könnte man auch solche 2nEcke mit in die 
Betrachtung hereinziehen^ deren Seiten nur abwechselnd einander gleich sind, während ihre Winkel 
sämmtlich einander gleich sind. 

3) Die Diagonalen emes regulären Secks schneiden sich in Punkten, welche selbst wieder 
einem solchen 5eck angehören, das wir wegen der in § 1 angedeuteten Beziehung seikier Seite zu 
der des gegebenen das „goldene Fünfeck*^ nennen können. Seine Lage gegen das gegebene ist 
antiradialconcentrisch , da seine Eckpunkte gegen die des gegebenen auf der rückwärtigen Ver- 
längerung der nach den letzteren gezogenen Radien liegen*; wir werden dem entsprechend im 
weiteren Verlaufe ein einem nEck concentrisch einliegendes n Eck radialconcentrisch nennen, wenn 
ausser der Concentricität beider je zwei ihrer Eckpunkte auf ein und demselben Radius liegen. 

* Beim 2n Eok liegen die Bckpankte des einbeschriebenen antiradialconceDtrischen 2n Eoks auf den r* des 
gegebenen. 

• 1* 



Die Seite dieses goldenen Secks bestimm!; sich entweder aus der vorher angegebenen 
Beziehung oder aus der '^keit der Ae ABD und B'A'D resp. aus a:s = h^':h, so dass 

3 ^5 r 1-4- v^ 5 \ 2 

<r = ~ — s = I ~^- 1 s. Zu demselben Zwecke könnte aber auch der Rhombus 

ED'CD und die Beziehung D'J = JD d. h. w = h"*, also-^-a 1^5 + 2 y^ 5 = -|^ s ]/ ^^^— 

benützt werden. Zeichnet man in dieses 5eck A'B'C'D'E' wieder das g. 5eck, so erhält man noch 
weitere Rhomben. 

4) Endlich wären noch die den regulären nEcken radial- und antiradial -concentrisch ein- 
getragenen nEcke, wie sie später zur Gewinnung der archimedischen und antiarchimedischen Körper 
den Seitenflächen der regulären Polyeder einzuzeichnen sind, hier einzuführen; da die Bestimmung 
ihrer Seite aber, wie dort ersichtlich, noch von dem Polyeder selbst abhängig ist, sollen diese nEcke 
auch dann erst einer näheren Betrachtung unterzogen werden. 

Zum Schlüsse dieser Einleitung möchte ich noch folgende Aufgabe stellen: das Yerhältniss 
der Seiten s und s' zweier Vielecke V und V so zu bestimmen, dass die Proportion Uv : Uv' =iv : iv'** 
besteht. Dasselbe wird besonders einfach für V : 3eck, V : 6eck. 



Die regulären Polyeder. 

Vorbemerkung. Ausser den vorher genannten Abkürzungen sollen noch weiter folgende 
eingeführt werden : R, R', R" Radius der resp. umschriebenen, die Kanten berührenden, die Seiten- 
flächen berührenden Kugel, H Höhe, D Diagonale, A, A', A" Axe und deren Abschnitte, O Ober- 
fläche, J Inhalt des vorliegenden Polyeders; die analogen griechischen Buchstaben beziehen sich 
auf den daraus gefolgerten Polyeder, und — wenn nöthig — soll noch durch einen besonderen 
Index der Polyeder oder dessen Seitenfläche, auf welche sich die Bezeichnung beziehen soll, 
charakterisirt werden, a sei femer der ^ einer Seitenfläche, ß der -^ zwischen Kante und der 
von ihr getroffenen Seitenfläche, y der -^ zwischen zwei benachbarten Seitenflächen. Ausserdem 
bezeichne K, K' einen Polyeder, dessen Grenzflächenzahl erforderlicher Weise durch Beifügung eines 
Index näher bestimmt werden soll; diese nähere Bestimmung beziehe sich endUch auch auf die 
Kanten s und a eines Polyeders. 

Um auf einen in den beigegebenen Stereoskopen nicht mit einem bestimmten Buchstaben 
bezeichneten Hälbirungs- oder sonstigen Theilungspunkt einer Geraden AB, oder auf den Mittel- 
punkt eines Polygons ABCD . . . hinweisen zu können, soll einer dieser Punkte hier resp. mit 
(AB), (Av B) auch (ABy ), oder (ABCD . . .) bezeichnet werden. 

§3. 

Sind die Grenzflächen eines Körpers reguläre Yielecke von gleicher Seitenzahl, und stossen 
— für den Fall, dass diese Grenzflächen Dreiecke sind — in jedem Eck gleichviel Grenzflächen 
zusanunen, so heisst der Körper ein regulärer Polyeder. Dass es nur fünf reguläre Polyeder geben 
kann, bedingt der weitere Satz: die Summe der in einem Ecke zusammenstossenden Seiten- oder 
Kanten-Winkel, deren es wenigstens 3 sind, musa < 4 R sein. 

Die drei einem Polyeder*^ zugehörigen Kugeln haben einerlei Mittelpunkt;' R' steht auf 
jeder Kante in ihrem Halbirungspunkt, R^' auf jeder Seitenfläche in ihrem Mittelpunkt senkrecht; 

* In Ermangelung eines dem h entsprechenden griechischen Buchstabens nehme ich «>. 
** Uv Umfang des Yielecks Y, iv Inhalt des etc. 
*** Auch hier handelt es sich Torerst stets um reguläre Polyeder. 



zieht man demnach nach einer Seitenfläche diese beiden Radien, wie auch den R und yerbindet ihre 
Endpunkte miteinander, so erhält man rechtwinklige Dreiecke, aus denen sich nach Feststellung des 
einen Baditts die andern berechnen lassen. 

Gleichgezogene Linien in einem dieser K sind einander gleich. 

Jede Yerbindungslinie zweier Gegenpunkte ist ein Durchmesser der umschriebenen, d. h. der 
durch die Eckpunkte gehenden Eugel; jede Yerbindungslinie der Halbirungspunkte zweier Gegen- 
kanten ist ein Durchmesser der die Kanten berührenden Eugel und jede YerbindungsUnie der 
Mittelpunkte zweier Gegen-Seitenflächen ist ein Durchmesser der die Flächen berührenden Eugel. 

Die einfachste Betrachtung dieser E sagt uns, dass in jedem Eck des 
E4 (Tetraeder) 3 3 ecke i / E4 : 4 Flächen, 4 Ecken und 6 Eanten 

Ee (Hexaeder) 3 4ecke ,^,^^^,^,tossen K •' ^ « 8 „ , 12 , 
Eh (Octaeder) 4 3ecke zusammenstossen j^ . g „ 6 „ ,12 , 

K,2 (Dodekaeder) 3 5ecke ^^^ ^^^ ™ E^a: 12 „ 20 , „30 

E,o (Ikosaeder) 5 3ecke I ( E^^o^ 20 „ 12 , „30 „ 

vorkommen. Zeigt sich schon hier eine bestimmte Beziehung oder Correspondenz zwischen E5 und 
Ev, wie auch zwischen E^a ^^^ ^20 — während der E) vereinzelt dazustehen scheint, so werden 
durch die weitere Behandlung noch auffallendere Beziehungen sich ergeben, und schliesslich werden 
wir den inneren Zusammenhang dieser Polyeder unter sich festzustellen im Stande sein. 

HinsichtUch der einzelnen dieser Polyeder ergibt sich aus der Regularität derselben folgendes, 
für den weiteren Yerlauf nicht Unwichtige: 

E4: Je 2 Gegenkanten sind zu einander kreuzend senkrecht; (Fig. 14: AB, CD); daher ist (AB) (CD) = 
2R'. E^ hat also weder parallele Seitenflächen, noch parallele Eanten. 

In demselben lässt sich ein regulär Seckiger und 4eckiger Ebenenschnitt bestimmen; 3eokigf 
wenn die Sohnittebene parallel zu einer Seitenfläche (Fig. 12); 4eckig, wenn die Schnittebene parallel 
zu zwei Gegenkanten ist und durch den Mittelpunkt des Körpers, resp. durch den Halbirungspunkt 
einer der andern Kanten geht (Fig. 12); jeder andere zu letzterem parallele Schnitt ist ein Rechteck 
mit dem constanten Umfang 2s; etc. 

Kg: Derselbe hat 8mal je 4 unter sich parallele Kanten,, von denen das eine Doppelpaar zum andern 
(kreuzend) senkrecht ist, (Fig. II 1 : AF, BG, CH, DE), 3mal je 2 unter sich parallele Seitenflächen, von 
denen das eine Paar zum andern senkrecht ist (ABCD, EFGH). Die Gegenkanten (AB und EH) sind 
also parallel, die Gegenseitenflächen parallel und gleichliegend. Die 3 kleinen Axen sind zu einander 
senkrecht. In demselben lässt sich ein regulär 3-, 4- und 6eckiger Ebenenschnitt bestimmen; 3eckig, 
wenn die Schnittebene parallel zu einer durch die 3 einem Eckpunkt benachbarten Eckpunkte gelegten 
Ebene ist und entweder diese selbst ist oder zwischen letzterer und dem erwähnten Eckpunkte liegt 
[Fig. 112: AEG, (Av F) (Ev F) (Gv F)]; 4eckig, wenn die Schnittebene parallel zu einer Seitenfläche 
ist [Fig. 114: (AD) (BC) (GH) (FE)] oder Fig. 11 5; 6eckig, wenn sie durch die Halbirungspunkte 
derjenigen Kanten gelegt ist, welche nach Ausscheidung der in zwei Gegenpunkten sich schneidenden 
Kanten übrig bleiben (Fig. II 3). F&r ein solches 6eck ist u = 3 d ; jeder zwischen diesem und dem 
Torhergenannten (Fig. 112: AEG) parallel eingeschaltete Ebenenschnitt liefert ein symmetrisches 6eck, 
gleichfalls vom Umfang 3d. 

Kg : Derselbe hat 6mal je 2 unter sich parallele Kanten (Fig. III 1 ; AB, FD) ; 4mal je zwei unter sich 
parallele Seitenflächen (ABC, FDE). Die Gegenkanten sind also parallel, die Gegenseitenflächen parallel 
und entgegengesetzt liegend. Die drei grossen Axen sind zu einander senkrecht. 

In demselben lässt sich ein regulär 4- oder Oeckiger Ebenenschnitt bestimmen ; 4eckig, wenn die 
Schnittebene parallel zu einer durch die 4 einem Eckpunkte benachbarten Eckpunkte gelegten Ebene 
ist [Fig. 1112: (BP) (CF) (DF) (EF)] ; fleckig, wenn sie parallel zu einer Grenzfläche durch den 
Mittelpunkt des Korpers geht, oder wenn sie durch die Halbirungspunkte zweier Gegenkanten geht 
und parallel zu einer Seitenfläche ist, für welche keine dieser Gegenkanten Seite ist [Fig. 1112: (BF) 
(FE) (ED) (DA) (AC) (CB)]. Fflr dieses Beck ist ü = 3s; ffir jeden andern, diesem parallelen Ebenen- 
schnitt erhält man ein symmetrisches 6eek, dessen ü ebenfalls = 3s ist. 
Kii : Derselbe hat 15mal je 2 unter sich parallele Kanten (Fig. TV 1 : AB, Qu), 6mal je zwei unter sich 
parallele Seitenflächen (ABCDE, UQRST). Die Gegenkanten sind parallel, die Gegenseitenflächen 
parallel und entgegengesetzt liegend. Je drei Gegenkantenpaare (AB und ÜQ, JS und OD, FG und LM) 
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Bind SM einander kreuzend senkrecht ; (diese Gegenkantenpaare lassen sich leicht bestimmen : Nimmt man 
irgend eine Kante als die eine des ersten Paares, beti*achtet sie als Grundlinie der Seitenfläche, so ist die 
nicht in derselben Seitenfläche liegende, aber nach ihrer Spitze gehende Kante eine solche des zweiten 
Paares; betrachtet man letztere in gleicher Weise etc.) 

Im K^i lässt sich ein Ebenenschnitt bestimmen, der regulär 3, 4, 5, 6 und lOeckig ist ; 3eckig, wenn 
die Schnittebene parallel zu einer durch die 8 einem Eckpunkte benachbarten Punkte gelegten Ebene ist 
und zwischen dieser nnd dem erwähnten Eckpunkte liegt [Fig. IVO: (AB) (AE) (AH)]; 4eckig, wenn 
die Schnittebene parallel zu einer durch je yier einer Kante benachbarte Punkte bestimmten Ebene gelegt 
ist (Fig. lY 5 : BHFD) ; 5eckig, wenn die Schiiittebene parallel einer Seitenfläche ist und zwischep ihr und 
den ihr benachbarten Punkten liegt; halbirt die Schnittebene aber sämmtliehe Kanten, welche mit keiner 
von zwei Gegensei tenflächeu zusammenstossen , so erhält man ein reguläres lOeck (Fig. lYS); Beckig, 
wenn die Schnittpunktebene parallel zn dem vorhergenannteu Seckigen Schnitt ist und durch den 
Mittelpunkt des K geht [Fig. IV 4: (CM) (DK) (HJ) (GR) (PQ) (ON)]. Ausserdem ist das symmetrische 
6eck (Fig IV 5: CDFGJK) , welches abwechselnd ''aus s und d, oder (Fig. IV 3: B (ÜT) MC (AE) G), 
welches aas 4 Diagonalen und 2 Seiten bestände, noch erwähnenswerth *. 
K20: Derselbe hat 16mal je zwei unteft- sich parallele Kanten (Fig. VI: AE, MK), lOmal je zwei unter sich 
parallele Seitenflächen (Fig V 1 : BFL, HJD). Die Gegenkanten sind parallel , die Gegenseitenflächen 
sind parallel und entgegengesetzt liegend. Je drei Gegenkantenpaare (Fig. V 18 : AF und MJ, BK und 
HE, CD und GL) sind zu einander kreuzend senkreckt; '(diese Gegenkantenpaare lassen sich leicht 
bestimmen : If iuimt man irgend eine Kante als die eine des ersten Paares, betrachtet sie als" Grundlinie 
der Seitenfläche, so ist die mittlere der nicht in derselben Seitenfläche liegenden, aber nach ihrer Spitze 
gehenden Kanten eine solche des zweiten Paares; betrachtet man letztere in gleicher Weise etc.) 

Im K20 lässt sich ein Ebenenschnitt bestimmen, der regulär 5- und lOeckig ist, oder der ein 8- 
9- und 12eck mit gleichen Seiten darstellt; öeckig, wenn die Schnittebene parallel zu einer durch die 
5 einem Eckpunkte benachbarten Punkte^gelegten Ebene ist und zwischen dieser und dem erwähnten 
Eckpunkte liegt (Fig. V2); lOeckig, wenn die Schnittebene parallel der vorigen durch den Mittelpunkt 
des K geht (Fig V 2). 

Der Umfang dieses lOecks oder eines ihm parallelen, zwischen den Bbenenschnitten BGDEF und 
GHJKL liegenden hat den oonstanten Umfang 5 s. Der Ebenenschnitt ist gleichseitig fleckig , wenn 
die Schnittebene durch die drei einer Seitenfläche benachbarten Eckpunkte geht; gleichseitig 9eckig, 
wenn die Schnittebene zwischen letzterer und der dabei genannten Seitenfläche liegt; gleichseitig 
I2eckig, wenn die Schnittebene durch den Mittelpunkt des K geht und parallel einer Seitenfläche ist. 
(Fig. V 4 und Fig. V 3.) 

Bei den nun folgenden Berechnungen für diese Polyeder setzen wir s als bekannt voraus and 
finden nun die einzelnen Werthe folgenderart : 

§ 4. (K,.) 

Fig. I 3 : fiD oder H aus A C/iD oder A /ti (AB) D ; mC oder R und mfi oder R" ent- 
weder gleichzeitig aus A TXifiO und der Höhe als ihrer Summe, oder R" allein als Höhe der Theil- 
pyramiden ABCm, A£Dm, BGDm, CADm, deren Summe = E4, und dann R aus A mCfi ; endlich 
R' aus A m(AB)^. 

Oder Fig. 14: 2R' oder (AB) (CD) aus A C(AB)(CD) und damit nach Fig. 13 die 
übrigen Radien. 

Zur Bestimmung einer Function für ß und / hat man wegen ß das A QuD , wegen y das 
A (AB)/uD der Fig. 1 3, oder für beide zugleich Fig. 1 4 A (AB) C (CD) zu nehmen. 

Eine Zusammenstellung der so gefundenen Werthe ist, abgesehen von § 1. 1): 

H =^ 8 1^6; R = ^ 8 1^6; R' -= ^ 8 1^2; R" = -1^ s 1^6; -= s» k^; J = 

^8» 1^2; cos ß = ^1^3; cos y = ^; /!? = 54» 44' 8"; y = 70« 31' 43". 

d* 
* Ein weiteres regul&res 6eck, dessen Seite = q^ — , entsteht, wenn man zwischen den beiden Ebenen- 

schnitten BEF und GDHGPO (Fig. iy4) eine zu ihnen parallele Ebene hindnrchlegt , welche zwei benachbarte 
Seitenflächen in gleich grossen Linien durchschneidet. 



Bemerkenawerthe Beziehungen sind : H : R : R" = 4 : 3 : 1 ; R : R' : R" == 3 : 1^3 : 1 ; 
4 R'2 — 3 R"2 = R2. * 

§ 5 (Ke). 

Fig. 116: H = s; m(BD) oder R" =-5-8; mD oder R aus A DCDB)m; m(AB) oder R' 

aus A mCDB)(AB); die Winkel /S und y aind hier sämmtlich — 90^. Oder Fig. 117: ^'P oder 
Pj aus -A BDF, ^c oder.Q'3 aus A CEG, A^' und H/w oder A' aus A AF|tt' oder A A(BD)jia', 
fLii' oder cd oder A" aus A dFc ; 2 A' + A" = 2 R etc.. 

Fig. 114: (ADXGH) oder CBO)(FE) = 2 R' etc. 

Eine Zusammenstellung dieser Werthe ist, abgesehen Ton § 1. 2): 

H = s; D = s l/"3; R ^-|-^ K3; R' = y s 1^2; R" = ^ s; = 682; J = 83. ^3 = 
4 8 t^6: p'3 = 4- 8 1^6; A' == 4- 8 1^3; A" = 4- 8 1^3. cos ^ = 0; cos y = 0. 

v> O o O 

Bemerkens werthe Beziehungen sind: R : R' : R" = 1^3 : 1^2 : 1 : A' = A'' = -J" ^5 2R'2 

— R"2 == R2. 

§ 6 (Kg). 

♦ 1 

Fig. ms. mC oder mP oder R aus A CmP; m (BE) = -^ ^^ oder aus A m (BE)F; 

m^ oder R" aus A m (BE)^ oder A m^F. 

Fig. 1114. ^^' oder f(DE) .oder 2R" aus A Af(DE) (für welches noch zu diesem Zwecke 
die Linie (ED)A zu ziehen wäre) etc. 

Fig. III 7. (BE)(CD) oder 2 R' ; oder auch wie in Fig. III 3 etc. 

Zur Berechnung einer Function ivx ß hat man Fig. 1116 nach vorheriger Betrachtung des 
Dreiecks (BC)gF das A BgP, oder, wenn man sich (BC)(ED') gezogen denkt, A (BC)f(ED); 
für y entweder Fig. 1115: A m (BE)F und y = 2 ^ m (BE)F, oder Fig. III6:. A g(BC)F und 
y = 2R--^g(B0)F.** 

. Für den ^ ß^ zweier in einem Punkt sich- schneidender Kanten AC und CF, die nicht 
zugleich einer Seitenfläche angehören, hätte man (Fig. 1113) aus A mCP die nöthigen Anhalts- 
punkte-, ebenso würde sich der ^ y' zweier in einem Eckpunkt zusammenstossender Seitenflächen 
(Fig. ni5) CFD und BEP aus A (CD).P(BE), resp. aus A (BE)mP bestimmen. 

Eine Zusanmienstellung etc. ergiebt ausser § 1. 1): 

R=i-8 K25 R' = 4- 8; R"= 4^ 8 1^6; = 28« 1^3; J = 4* «* ^^; 008]« = 
J J o o 

\^ V%s cosy = - i-*^-, cosi- /?' =i- K2; cos-^ / = A k^. 

Bemerkenswerthe Beziehungen sind: R:R' :R" = 1 : -i-*^ : 4" l^S; 4R'2— 3R"2 = R2. 



* Diese bemerkensiverthe Beriehang, welche hier als eine zu&llige.-'erBoheinen mag, bei Kg 'and Em sieh 
aber wiederholt, und nur bei E^ und Eu anders lautet, bestimmt sieh duroh Aufstellung der Goordinatengleiohungen 
für die Eokpunkte dieser E. . 

** Hier ist R = 90^ nicht zu yerwechseln mit dem Radius R. 
•♦♦ Conf. hiermit E4 und Fig. HI 20. 
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§ 7 (Kis). 

Fig. rV6 und 3. GJ oder JL etc. oder a = d; /m^G oder ^5 und ^, (NIj) oder p'5 aus 
5eck GJLNP; aus Trapez G/u^fiR oder aus A GpR (worin Gp = ps — r) ist pR oder ^Mj^ oder A' 
bestimmt, und ebenso (Fig. IV 3) A" oder /n^/n', aus Trapez ^,G(HF)^t\, oder p'(HP) d. h. A" 
aus A p'(HP)G (worin 6p' = ^5 — q's); also ist /nfz' oder 2 R" = 2 A' + A"; für R hat man 
A iu'Cm und für R' das A iu'(AE)m. 

Fig. IV 4. BEF ein reguläres Dreieck, B^ = p3; (OM)(DK)(HJ)(GR)(PQ)(ON) ein 
reguläres 6eck, mp = p'e; für m^ hat man Trapez m^uBp oder A qBp (worin pq = ^'^^ — ^); 
für A/i hat man A A^B; also Am oder R = A^ 4- /um; etc. 

Fig. IV 5. ^q oder q\, des Quadrats BHFD, A(AE), (KJ)p = (KJ)m — mp und Aq = h" 
nüt q(EX) dienen dazu, aus dem Trapez A(AE)m(K(r) den Werth für Ap oder (AE)m oder R' zu 
berechnen; etc. 

Zur Berechnung einer Function für ß hat man (Fig. IV 6) A GRp und ^ GRp + R = 
-^ GR(UT) = ß. Für ^ y hat man Trapez ^^j (LN)(TU) und /^ = ^ (LN)(TU)q + ^ qT^. 
Auch liesse sich leicht ^ ß\ d. h. der Winkel der Eimte RG mit Seitenfläche AEFGH oder 
-^ RG(AE) als Sunmie der ^ pGR und p'G (HF) trigonometrisch bestimmen. 

Eine Zusammenstellung der gefundenen \^'erthe ist (abgesehen yon § 1. 3): 

lü -^ b 4 o 

1/I+p; A" = 8 l/"m^5 A'±A"=8 J/Hp^; (Fig. IV4: m^ = 

j2 8K3; A./t== g ayB); R= ^ 8l/3; R' = — ^ 8j «"=-28. 

I/25TI1ZI; = 15 8« l/ÖIZö; j _ 15 + 7 K-5 ^, ,^ ^ = _ yjZEl 
•^10 *^ 5 4 '^ 10 

(sin /J = Y^3l.}^ 5); CO8 y = — ^ K55 also /S = 121« 43' 3", > = 116« 33' 54". 

Bemerkenswerthe Beziehungen sind : h =r' ^ 5; p «= 2 r'; ^' = ^ — 5 A' =:=r; p — p' 

^ 4"^' '' ^' + ^" = ^; R"==p'; R':d = d:28; R : R' : R" «= s l^3:d:(>K2; 12 B'« — 

16 R"2 -^ R2. Wie aus diesen Beziehungen, welche mit Vortheil bei der descriptiven Construction 
des S42 zu verwerthen sind, folgt, ist sowohl Fig. IV 8 p^|/uR ein Quadrat, wie auch fix^H' ^® 
Hälfte eines solchen. Desgleichen ist Fig. IV 5 A(AE)^(/iTq) ein Quadrat. 

Fig. V5: p5 und q'^ aus BGDEF; kfi oder A' aus A A/uB oder A A^p; /^' oder A" 
aus A Bon oder A pqBL Abo R= A' 4" "K* -Al". m.f oder R" aus A Afm, mp oder R' 

aus A fmp. Oder Fig. V6 LP = J, mc = ^- LF, ma oder R' aus A Abc; etc. Oder Fig. V7: 
Bb = B^' — a^ = r — r'; ab oder 2 R" aus A Bba etc. 
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Zur Berechnung einer Function f&r ß hat man zu berücksichtigen, dass wir cb hier mit 2 
solchen Winkeln zu thun haben: n&mlich (Fig. V6) -^ der CA mit AEF, oder (Fig. V7) ->: der 
CD mit GAB. Für ersteren oder ß^ hat man A Abc zu benützen; für letzteren oder ß ist aus 
A DFL ^3 zu bestimmen, so ist gD oder (AC)e = p3 — (AC)/«' d. h. = qz — r', demnach ans 
A (ACr)eD der Werth für eD bekannt und nun aus A CeD der Werth für siaß^ oder nach 
BerechnuDg Ton Ce mit Hülfe des As (AC)eG aus A CeD der Werth für cos ß zu berechnen. 

Für y hat man entweder das eben erwähnte A (AC)eD oder aus Fig. Y5 A /u'nM, A onB und 

• 1 

^ OTLfi* = R in Betracht zu ziehen. Auch könnte aus A Apm eine Function {ut -^ y bestimmt 

werden etc. 

Eine Zusammenstellung der gefundenen Werthe ist (abgesehen von § 1. 1). 

J= g-( 2^ — -Js'; COB/J, = —^ v^3; cos (J = — y V^, cos y = — yv^5, also 

/», =• 110« 54' 18", ß = 144» 44' 8", y = 138« 11' 22" *. 

Bemerkenswerthe Beziehungen sind: A" = p, demnach Fig. Y5: A B/u^' ein halbes Quadrat; 

p' == •^'.+ ^" ; p : R = 2 : v^5; * = 2R'; R" . h = R'» = -|- «T»; 4 R'« — 8 R"» = R«. 

§9. 

Mit Hülfe der in § 4 — 8 festgestellten Werthe lassen sich sowohl Vergleiche zwischen den 
einzelnen K, Wie auch Aufgaben über dieselben aufstellen; z. B. die Kanten der fünf E'so zu 
bestimmen, dass sie alle ein und derselben Kugel einbeschrieben werden können etc. Hierher 
dürfte auch die Aufgabe zu rechnen sein: das Yerh&ltniss der Kanten s und s' zweier Polyeder 
K und K' so zu bestimmen, dass die Proportion Ok : Ok' = Jk : Jk' stattfindet. Dieselbe wird 
besonders einüach für K4 und K^. 

Stellt man sich eine Tabelle aus den in den vorigen §§ gefundenen Werthen von A', A'', 
R, R', R'' aUer E zusammen, so ergeben sich mancherlei neue Beziehungen. So ist z. B. bei 
gleichem s: A'^2 = -^'^o^ -^"ii =^ -^'20^ R« . R^ ^^ R« . s, welch letztere Beziehung auch für die R' 
und R'' dieser K stattfiodet; etc. 

§ 10. 

Nennt man, wie wir zum Theil schon durch das Yorhergehende berechtigt, durch den 
weiteren Verlauf gezwungen sind, K« und K« unter sich correspondirend , wie auch Kjs und Kfo, 
wahrend K4 für sich allein dasteht oder wieder einen K4 zu seinem correspondirenden K hat, so 
finden wir vor Allem: Die Mittelpunkte der Seitenflächen eines regulären K sind die Eckpunkte 
seines correspondirenden K, und dabei sind die Kanten des einen kreuzend senkrecht zu denen des 
andern. Die Abhängigkeit der Kanten beider ist jeweils durch P == R" angegeben, weun R" in 



* In § 4-~8 hätte der dritte der Winkel a, /f, / auch aus der Besiehnng sin a • sin )r = sin /f bestimmt 
werden können. 
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seiner Bedeutung dem ureprüngliohen E^ P in seiner Bedeutung dem so entstdienden , also corre- 
spondirenden K angehört. Speciell hat man also: 1) Pis^R"«; 2) P« s= B"e; 3)Pe = R''e; 
4) P21) =zB/\f'j 5) Pt9 = B'V Ersetzt man in irgend einer dieser Gleichungen die Wertfae ffir 
P und R'' durch die in den §§ 4 — 8 gefundenen, so lässt sich die Kante a des neuen E durch die 

1 1 

Kante s des gegebenen E ausdrücken. So ist z, B. aus 3) -^ <y v^3 = -«" s V^6? woraus o -= 

-^s v^. etc. (Fig. 16, 118, ms, IV 7, V8)* Legt man aber durch jeden Eckpunkt eines 

(regulären) E eine Ebene, welche parallel zu der durch die diesem Eckpunkte benachbarten Eck- 
punkte bestimmten Ebene ist, so sind diese Ebenen gleichfalls die Seitenflächen eines correspon- 
direnden E, und die Beziehung der Eanten beider ist ausgedruckt durch P" = R. 

Wir haben hier einen besonderen Fall des allgemeinen Satzes: Errichtet man auf den 
Seitenflächen eines regulären E gleichseitige (i. e. geradstehende) Pyramiden von der Höhe H, 
und zwar Dach aussen oder innen, so bilden die Spitzen dieser Pyramiden die Eckpunkte des cor- 
respondirenden E, für welchen P = R" + H. 

Diese Pyramiden selbst bilden mit dem ursprünglichen E sogenannte Stemecke, welche 
bei dem Bestehen der Gleichung P' = R' in die Rhombenflache, unter der in § 11 angegebenen 
BedinguDg in die Poinsot'schen Polyeder übergehen. 

§ 11. (Goldene E). 

Zwei besonders interessante Fälle bieten Fig. iy8 und Y9. Verbindet man jeden Eckpunkt 
eines E mit den seinem Gegenpunkte benachbarten Punkten, so schneiden sich diese Verbindungs- 
linien in den Eckpunkten des correspondirenden E. Für K4, E5 und £9 wird das Verfahren illu- 
sorisch; für E|2 lässt es sich auch also ausdrücken: Zieh{^ man in jedem Ebene nschnitt, der durch 
die je einer Seitenfläche benachbarten Eckpunkte bestimmt ist, (also z. B. Ebenenschnitt GJLKP 
benachbart der Seitenfläche QRSTU), die Diagonalen, so schneiden sich alle die Diagonalen des E 
in den Eckpunkten des correspondirenden E; oder: Zieht man in jedem Ebenenschnitt, der durch 
die je einem Eckpunkte zweitnächst benachbarten Eckpunkte bestimmt ist (z. B. Fig. FV 15 Ebenen- 
schnitt RSEBEF wäre dem Eckpunkt H zweitnächst benachbart, da AGJ ihm zunächst benachbart 
ist) die Diagonalen etc. (s. auch Poinsot'scher Stempolyeder Nr. 2). Für E90 hätte man auch in 
analoger Weise: Zieht man in jedem Ebenenschnitt, der durch die etc. etc. 

Liegt Ej9 zu Grunde,. so besteht zwischen ihm und dem ihm correspondirenden E^o die 

Beziehung A",2 = ^"20» woraus a = ^~- s*. Für Ejq als Grundlage hat man die Gleichung 



2 



A"jo = 2 R"|2, woraus a = — ^ s = ( ^ ^ ß**« Durch diese Werthe mag es zu- 
gleich gerechtfertigt erscheinen, den aus dem E^f dieserart entstehenden E|o den „g. E^q^ (goldenen 
E20), und den aus dem E|o dieserart entstehenden E^s den „g. E^}^ (goldenen E^}) zu nennen. 
Jeder E bildet mit seinem g. E die Basis eines Poinsot'schen Polyeders. 

§ 12. 

Nachdem wir bisher nur reguläre E betrachtet haben, gehen wir auf die aus diesen ent- 
stehenden halbregulären Eörper über, unter einem solchen versteht man einen Polyeder^ der nur einen 

* Es darf hier gleich bemerkt werden, dMS die hier und in den weiteren {§ ftui^efahrten regulären und 
halbreguUren K, welche den regulären K einbeschrieben sind, durch unter sich congruente Stücke, oder Gruppen 
oongruenter Stflcke wieder zum regulären K ergänzt werden können. Hiefflr eignen sich allerdings ModeUe besser 
als Bilder. 

** Desgl. aus § 2 s. d. „goldene Öeck*. 
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Theil der die Regularitat der Polyeder bestimmenden Beziehungen zu erfüllen vermag. Auf einen 
solchen kommen wir, wenn die Eanten eines regulären E halbirt werden. Die Halbirungspunkte 
der Eanten eines regulären E sind die Eckpunkte eines neuen E, der sich folgenderart kenn- 
zeichnen lässt: In jeder Grenzfläche des gegebenen E liegt antiradialconcentrisch ein dieser ähn- 
liches, also reguläres Vieleck, und jedem Eckpunkt des gegebenen E liegt ein reguläres Yieleck 
gegenüber, das seiner Eckzahl nach durch die Anzahl der in diesem Eckpunkt zusammenstossenden 
Eanten des gegebenen E bestimmt ist (Fig. 17, 119, IU9, IV9, YIO). Ist der 

gegebene E: so hat der neue E: 

E4 (mit 4 Sseitigen Flächen und 4 Skantigen Ecken) 4 Sseitige und 4 Sseitige, also 8 Sseitige 

Flächen (ist also ein E^i) 
6 4seitige und 8 Sseitige Flächen, 
8 Sseitige „ 6 4seitige „ 
12 Sseitige „ 20 Sseitige „ 
20 Sseitige „ 12 Sseitige „ 

Der so entstehende E' ist also beim K| ein Eg, beim E« derselbe wie beim Ef;, und beim 
Ei3 derselbe wie beim E^o- 

Diese halbregulären E haben einen P r= R'^ einen P', aber so viel verschiedene P" als sie 
verschiedene Grenzflächen haben. Die Eanten derselben bestimmen sich einfach nach § 2. 

Auf die einzelnen dieser Eörper übergehend, findet man: 

1) Fig. 17. Gegeben E4: a = 4" «J ^ = ^'J ^"3 = ^"5 P' = I^R"» + 732"; bezeichnet 

man für diese Eorper mit O' den Gesammtinhalt der in den Grenzflächen des gegebenen E liegen- 
d^i Grenzflächen, mit O" den Gesammtinhalt der den Eckpunkten des gegebenen E gegenüber- 
liegenden Grenzflächen, so ist die Oberfläche eines jeden = O' + 0''. Der Inhalt 
des für E4 entstandenen halbregulären E (ohne Rücksicht, dass er hier ein E^ ist) bestimmt 

sich folgüch durch J = ~- (0' . P^g + 0" P^'g). Wir finden hier die Beziehung Ok 1 Ok' = Jk : 

Jk' = 2 : 1. Dieselbe Beziehung findet aber auch statt, wenn E« irregulär ist, so dass wir es hier 
also mit einem Analogen des durch Fig. S ausgedrückten planimetrischen Satzes zu thun haben. 
Dadurch wurde ich auf die Aufgabe geführt, Oberfläche und Inhalt eines E« zu berechnen, der bei 
gleichen Gegenkanten sechs verschiedene Eantenpaare hat*. 



* Es sei FD die eine H9he der dreiseitigen Pyramide (Fig. 18) nnd man habe in der Grandflftolie ABC 
die DreieokBhöhen Aa, Bb und Co, in den Seitenflftchen die resp. Höhen Da', Db' nnd Do', wie auch von deip Fuss- 
punkt der H5he auf die Seiten der Grundfl&che die Lothe Fa', Fb', Fe', gefällt, dann ist in jedem Dreieck das 
eine oder andere durch die Höhe erzeugte Segment der Grundlinie mit Anwendung des pyth. Lehrsatzes auf beide 

Theü-Ae leicht zu bestimmen ; in A ABC oder BCD ist z B. aB = ^^ ""jf^l"^^^ oder a'B = — ""5^^'^ ^ — , 

» ^ 2 g^ 2 BC ' 

so dass also (AB = c , BC = a, CA = b, AD = A, BD = B, CD = C gesetzt) aus den folgenden Beziehungen : 
A Fab" ~ A baB, A Cb'b" ~ A CbB, A Cha ~ A CBc : Fa' = '''^'*'^* , Cb" = ^^' ' ^ , ha = ^* ' ®® 



aB ' -" — Cb ' Cc ' 

.obei aB = '^•=^^^, .-b" = Cb" - C. C = ^:=|^', Cb = ^±^^, Cb' = ^^=^4^\ C = 

^3 -. 0' + a2 a* — b' + o> 2 A ABC 
= 5 , Bo = 5 , Cc ^= ; so findet sich ohne Schwierigkeit 

™ , _ (0» - A» + b«) 2a> - (C> - B« + a«) (a« - c» + b«) 

8a. A ABC 
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^0^i^0^^^^^m^^^^ß*^*^^ß^ß*0^^'t^*f 



2) Fig. n9. Gegeben K, : o = -|- d; P = R'; T'\t) = R" ; P' = ^^R"»^-eV; P"(3) = 
l/R'» — 93« = KP'« - p'j»; = O' + O" = 6.De + 8 Ae; J = y (0'.P'%)+0".P"(3))- (8-3.) 

3) Fig. m9. Gegeben K,: ff = y 8; P = R'; P"(8) = R"; P' = KR"» + ^y ; P"(4) = 
|/R'2-P,'= l^P'«^=^V; = O' + 0" = 8 Ae 4- 6 De; J = y (O'. P"(,) + O". P'^). (s. 2.) 

4) Fig. IV9. Gegeben K„: a = y d; P = R'; P"(»)=R"; P' = KR"2 -)- p'j» ; P",,^ = 
^^R' j _ pjj = k'p'J _ p'jJ; = 0' + O" = 12 Fünfecke + 20 Ae; J = -|- (O' . P "(») + O" . 

P"(8)). (8. 5.) 

5) Fig. VIO. Gegeben K»: a = -i-; P = R'; P"(,) = R"; P' = l^R"» + pV; P'V, = 

l/"R'2 _ pja = \^P'i _ p'jJ ; = O' + 0" = 20 Ae + 12 Fünfecke; J = 4" (0'- P'w + 0". P'^)). 
(8. 4.). 

Hieraus ist leicht zu entnehmen, dass die correspondirenden K dieserart denselben halb- 
regulSren E erzeugen, dass man also auch umgekehrt von letzterem auf den einen oder andern 
correspondirenden GrundkSrper kommen kann. 

§ 18. 

• 

Werden die Körperecken so abgestutzt, dass die n-eckigen Seitenflächen des regulären E 
zu regulären 2 n Ecken werden, dann entsteht jeweils ein neuer Körper, welcher von so viel 2nEcken, 
als der K Ecken hat, und so viel, der Eckzahl nach durch die in emem Eckpunkte zusammen- 
stossenden Ernten bestimmten Polygonen, als K Eckpunkte hat, begrenzt ist Dies wird dadurch erreicht, 
dass man bei der Theilung nach § 2. 2) verfährt. Das Yerhältniss des mittleren Theiles der Kante zu einem 

der beiden äusseren ist beim K4, Ke und K,o = 1:1, beim K« = 1 : -^ V^2, beim K42 = d : s = 

du 

1 : ~^^ ' So. entsteht aus K» Fig. 19, aus K« Fig. HIO, aus K^ Fig. HI 10, aus K,, 

Figr lYlO, aus K20 Fig. Yll. Die Berechnung der vier verschiedenen Badien der diesen halb- 
regulären K zugehörigen Kugeln ist analog der in § 12. 

Wie durch Abstumpfung der Ecken die eben erwähnten halbregulären, resp. auch die cor- 
respondirenden K entstanden, so lassen sich dadurch auch die in § 16 und 17 behandelten K bilden, 



Nun ist DF = 1/ Da'* - Fa'* = 1/ (?j^^2.)*— Pa'« und hiemit durch Substitution naoh einer allerdings 



Üebung erfordernden Beduotion J = -ä- A ABC . DF = 

o 
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!/■ A V(— A« + BH C»- aH b« + 0«) + B»b«( A» - BH C« + a*— bH c») + C«c»(A« + B«— C» + a« + b«- c«)— A»B«c»— 



— A«b«C«-a»B«C»-a*b»c» 
(Diese Formel ist nicht neu und lässt sich trigonometrisch oder analytisch herleiten; es dürfte jedoch dem vor- 
liegenden Zwecke angepasst erscheinen, auf den Weg ihrer elementaren Herleitung hingewiesen su haben.) Da die 
Halbirungspunkte der Kanten jeder solchen dreiseitigen Pyramide die Eckpunkte eines Octaeders sind, dessen 

Gegenkanten einander gleich sind, dessen == -ä* des Yierflachs, dessen J auch -^ s des Vierflachs ist, ist 

obige Relation bewiesen. Zugleich mag hier noch auf den besonderen Fall für A =:= a, B =: b, C = c etc., wie auch 
auf die Ausdehnung dieses Satzes für eine 4- und mehrseitige Pyramide hingewiesen sein. 
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** ^ ■* ,r^ w^-w^tf ^*'VVi^>»<'^ 



durch Abstampfimg der Flächen winkel dagegen die m § 15, und durch beide Abstumpfiingsarten 
zugleich die in § 14 aufgeführten. Da, wie die Behandlung aseigt, nur solche E in Betracht 
gezogen werden, deren Kanten, wenn möglich, einander gleich sein sollen, soll wegen Berechnung 
dieser Kanten folgender Weg eingeschlagen werden. 

§ 14. 

Archimedische Körper. 

Stumpft man zu dem eben angegebenen Zwecke Ecken und Flächeninhalt eines K so ab 
dass in den Grenzflächen radial-concentrische Polygone entstehen, oder: Zeichnet man in den 
Seitenflächen eines K radial-concentrische Polygone, so dass die einer Kante nächstliegenden Eck- 
punkte derselben ein Quadrat bestimmen, dann erhält man die sog. archimedischen K. 

Bezeichnet q die Seite eines solchen Polygons, x ihren Abstand von der ihr 
parallelen nächsten Kante, so findet sich innerhalb der Seitenfläche leicht die Beziehung: 

1) X + p' = r' oder auch (s — a) : x = a : p'; zieht man dann in zweien in einer Kante sich 
schneidenden Grenzflächen die Hohen auf diese Kante und verbindet deren Schnittpunkte mit den 
Seiten der radial-concentrischen Polygone unter sich, so erhält man ein Dreieck mit der Beziehung 

2) X : <F = sin (R ^ yy\ sin y = 1 : 2 sin ^ > , so dass aus 1) und 2) allgemein a = 

2qf sin -s- y 



^ s, X = 1 — • s, wenn y'a = qf gesetzt wird. Man kann aber auch 

1 + 29p' sin '2 y 1 + 29' sin y y 

die Endpunkte der eben genannten Höhen miteinander verbinden und dieses so entstehende A mit 
dem die Gl. 2) bedingenden vergleichen, wodurch man auf die speciellen Beziehungen:^ 

(K4): h:s =x:a, (K«): h : 2R' = x : a, (K^): h : 2ß = x : a, (K,,): h : 2R' = x : a, 
(K20): h : 2R' = X : rr kommt, und aus welchen sich in Verbindung mit Beziehung 1) erzielt: 

.^ ^ g>' . 8 <r . h qp' . h ,^ ^ 2g)'R' a.h 

^^>^^= h + y\s ^-^ = -l-= h + y-s ^-^^^^^= h + 2y-R^ '^-^ = 2R^ 

~ h + 29'R' '^' ^^^' h + 29'R • **' ^ — 2R "" h + 29)'R ' ^' ^^'^' "" ~ h+2y'R'-^' 

a.h y'.h nr \ V*^ ^ • ^ 9' . h 

^~"2R^TTVR^ **' "^ "" h + 29)'R' • ®5 X — -^r ~ h + 2y'R' ' ®' 

Dieser so entstandene neue K hat bei gegebenem K4 : 4 Ae, 4 Ae, 6 Quadrate, 

Ke : 6 Quadrate, 8 Ae, 12 Quadrate; 
Kg : 8 Ae, 6 Quadrate, 12 Quadrate: 
Kt2-' 12 Fünfecke, 20 Ae, 80 Quadrate ; 
K20: 20 Ae, 12 Fünfecke, 80 Quadrate;* 
Der neue K ist demnach für je zwei correspondirende Ghrundkörper ein und derselbe. 
Die oben allgemein gegebenen Werthe bestimmen sich wie folgt: 

K4: a= ^s; x=-i^sv^8; K«: a = (— 1 + A^)8; x= ^ «V^^^^'^ = 

8 — y/^ „ 8 — v^ „ ^ 1 + V^5 1 l/'5 + v^5 ^ 

^ sy^; x= g Jy BA^; K,, : ^ = j^ s; x = -g-s J/ ^ ? ^20:0 = 



* Yergl. hiermit E, F, K der oorreapondirenden Polyeder, die Form ihrer Grenzfläohea und die Zahl der 
in einem Eck zusammenstossenden Kanten, so wird sich leicht eine allgemeine Formel feststellen lassen. 
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14-8 v^5 7 v^5 

— ^ — ^ — 8; X = jj- — B v/^3. Zur Constmction empfiehlt es sich, das Verhältniss ^:(r — g) 

festzustellen. 

Ein solcher archimedischer E hat im allgemeinen 3 verschiedene P", einen P und einen P'. 
Die Berechnung derselben, wie auch weitere hierher gehörige Berechnungen werden analog den 
früher angedeuteten auszuführen sein. Die Körper sind dargestellt in Fig. 110, nil, IIIll, 
IV 11, IV 12**. 

§ 15. 

Werden dagegen nur die Flachenwinkel abgestutzt, so können unmöglich s&mmtliohe Grenz- 
flächen des neuen Körpers regulär, wohl aber gleichkantig werden, da seine den Kanten des 
Grundkörpers gegenüberliegenden Grenzflächen Sechsecke werden. Fassen wir hier nur den Fall 
ins Auge, dass hierdurch der gegenseitige Abstand derjenigen zwei Sechseckseiten, welche parallel 
der benachbarten Kante des Grundkörpers sind, einer derselben gleich ist, dann ist die Lösung 
dieselbe wie vorher, nur werden in den vorigen Figuren die den Eckpunkten des Grundkörpers 
gegenüberliegenden Polygone verschwinden und dafür deren Quadrate sich in symmetrische Sechs- 
ecke erweitem, deren äusserste Eckpunkte einem dem Grundkörper ähnlichen angehören und für 
welchen sich die Kante o — oder die Länge eines solchen Sechsecks — aus der Beziehung: 
P"(4) = P"^e) = R' (des neuen K) bestimmen lassen wird. Siehe hierüber Fig. IlOa, Ulla, mila, 
IV IIa, Vl2a. Zur Construction dient am besten neben § 14 noch die Beziehung R:B (des neuen K). 

Didse Körper haben zwei verschiedene P, desgl. P' und P". 

Eine weitere Art, durch Abstutzung der Flächen winkel entstehender K behandelt § 17. 

§ 16. 

i-arehimedische K. 



Werden ferner nur die Ecken abgestutzt, so dass in den Grenzflächen antiradialconcentrisohe 
Polygone entstehen und die Verbindungslinien zweier Eckpunkte derselben, welche einer Kante des 
Grundkörpers zunächst liegen, der Polygonseite gleich werden, dann entstehen antiarchimedische K. 
Dem in § 14 angezeigten Verfahren entsprechend, unter x jedoch den Abstand eines Eckpunktes 
des einbeschriebenen Polygons von der nächstliegenden Kante des Grundkörpers verstehend, erhält 

man dann entweder die Beziehungen: 1) x + (> = r'. 2) x : a = 1 : 2 sin -^ y, woraus, <po = Q und 

2g)' sin 2 ^ «,' 

y's == r' gesetzt, a = ^ . s^ x = z — s, oder als zweite Beziehung (bei 

1 + 2^) sin g- y 1 + 2<p sia ^ y 

gegebenem K4) : h : s = x : a; (K5): h : 2R' = x : er; (K^,): h : 2R = x : <t; (K^j): h : 2R' = x : or; 

(d's 
(E20) : h : 2R' =. n : a, woraus in Yerbindung mit Gl. 1) sich erg^ebt ffir Kt : a == , ^ . s, 

' = T+^-^'^'>''=5'''^-'^° h-f2yR' -"'^= h-f 2yR' • «» >J«<"^ = 4 " ^* 

IT 2a)'R w'h. . i- Ä , Q v->o^ V VR' " 

^^^= h + 2yR -''''== h + 2yR - '^^ '^o c = C- ^ + S V^) b; K,^: a = ^^ J'^^r, ■ b, 



** Conf. Fig. 110 mit 119 und m9. 
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(pli , 7 + 5>^5 ^ 2<p'B.' w'h 

^ =¥+ 29R' •''•''''"' = 38 »;K»o:«T= h^2yR' ' '^ ^ ^ h + ifW ^ "^ = 

1 + 3 v^5 

^^ — . s. Auch hier kann man zur Construction das Yerhältniss ^ : (r' — g) feetstdlen. 

Der so entstandene, durch Fig. 111, II 12, 11112, IV 12, V13 dargestellte Körper hat bei 
gegebenem 

E4 : 4 Ae und 4 Sechsecke oder 4 (2. 3)ecke, also 12 Ecken, 8 Flächen, 1'8 Kanten, 

K(^ : 6 Quadrate und 8 Sechsecke ,, 8 (2. 3)ecke, „ 24 „ 14 „ 36 „ 

Ks : 8 Ae und 6 Achtecke „ 6 (2. 4)ecke, ^ 24 „ 14 ^ 36 „ 

K,9: 12 Fünfecke und 20 Sechsecke „ 20 (2. 3)ecke, „ 60 „ 32 „ 90 „ 

K20: 20Aecke und 12 Zehnecke „ 12 (2. 5)ecke^ „ 60 „ 32 „ 90 „ 

§ 17 

Rhomben - E. 

Es soll hier endlich noch einer Klasse von Körpern Erwähnung geschehen, welche dadurch 
gebildet werden , dass man die Flächenwinkel durch Ebenen abstutzt , die jeweils zu einer Kante 
parallel und durch die Mittelpunkte der in dieser Kante zusammenstossenden Grenzflächen gelegt 
sind. Man erhält sie aber auch dadurch, dass man in den Grundkörper nach § 10 den correspon- 
direnden einzeichnet und gleichzeitig einen dem Grundkörper radial-concentrischen, dessen Kanten, 
parallel also zu denen des gegebenen E!, die des correspondirenden halbiren, von ihnen selbst auch 
halbirt werden und zwar unter rechten Winkeln. Die Eckpunkte des correspondirenden und die 
des radial-concentrischen sind zusammen die Eckpunkte eines Rhombenflachs. Die Kante desselben 
bestimmt sich aus den beiden, die Diagonalen einer Seitenfläche des Rhombenflachs bildenden 
Kanten der beiden vorgenannten K. 

Dieselben haben einerlei P', einerlei P", aber zwei verschiedene P. 

Beim K4 entsteht (Fig. 112) dieserart der K«; beim K« (Fig. 1113 und 14) oder beim Kg 
(Fig. nil3 und 14) entsteht der Rhomben-K,2i und beim K^^ (Fig. IVIS und 14) oder beim K20 
(Fig. V14 imd 15) entsteht der Rhomben-K3o. 

Bezeichnet man mit dem Index K eine dem Grundkörper, mit dem Index CK eine dem 
correspondirenden und mit dem Index K' eine dem, deni Gh*undkörper ähnlichen Körper zugehörige 
Grösse, während d, d', resp. Diagonalen und Seite der Grenzflächen des Rhomben-K, P^ und Pg, 
P', P" die Radien der ihm zukommenden Kugeln sind, so findet sich wohl ohne Schwierigkdt 
allgemein: 

1) R"k = RcK- 2) R'cK = R'k', woraus sich sqk und sr« bestimmt; femer ist d = sck; 

d' = SK', also (T=i-^/^d2+d'^p' = ^', sin« = ^; P, = Rck, P, = Rk', F' = R' 
= R'k-, P' = k^R'2-4: ^'2, cos y y = ^ etc. 

z. B. Kao gegeben: 1) ^ ^/^^ «^ V^ = ^ "^.^^ »u V^3 (s. § 7 den Werth für R"jo 

1^ 4 

und § 8 den Werth für R^s); ebenso 
2) ~ — B|j = -^ — s,o', woraus s^, oder d = ^ — s^o, 

S30' oder d' = — ^^^-^ — s^j, und damit weiter 



CK 



* Conf. hiermit die Fig des § 13. 



1/1 



. 1/5 + . ^5, , i- . i/^±|v:5. P" = 1+j^ ., P. = 4 



10 "^ 



In gleicher Weise erhält man bei gegebenen) 

Kj : o ^ -^ 8 v^i nnd weil d = d' vird, iat der Bhomben-E von Quadraten begrenzt, 
geht alao in einen E« fiber. 

K, : o = -i- B \r3, d ; d' = •^ : 1. 

K, ; . = -i- B •^, d : d' = 1 : v^. 



1, ),/" S + 2 ,^5 ^ . „ _ l + v^5 . 



K..^ « = i • K '-^S^y^, d : d' - i^9^ : 1 ete. 



Der hier aoa E| entatandeoe RhombeD-E ist ein E«. TJm aas K^ auch einen von Bchief- 
winkü^n Rhomben eingeschloesenen E zu erhalten, setzen wir (Fig. 113) dem aus E, erhaltenen 
Eg an zw^ seiner Gegenseitenflächen je einen der vier von E^ abgeschnittenen klein^en E^ auf^ 
ao dass in Folge dieses Verfahrens die Berechnung dieses neuen Rhomben-E« keiner Schwierigkeit 
unterliegt. 

len der regol&reu Polyeder unter »ich. 

§ 18. 

;en Beziehungen zwischen den regulären and l.albregulären E betrachten 
ir regulären E unter sich und finden, wenn wir folgende Abkürzungen 
ittelpunkte, Eh Eantenhalbirungspunkte , E Ijckpunktfl, "» unter sich 
ie Beziehungen, aus denen zugleich nicht schwer zu entnehmen sein 
Ansetzung congruenter StQcke (oder Gruppen solcher Stücke) zum 
, wie auch dass in umgekehrter Folge der erste E aus dem andern 

. E, und K,. 
E, sind wieder die Eckpunkte emes E^. Aus der Beziehung P| = R"i* 

6, ist »( =öB(. 

e auch in den weiteren Fällen analog gestattete Umkehrung bragefQgt 
der 4 E eines E| Ebenen parallel zu der dem E gegen&berliegenden 
lieh diese in 4 einem E| zugehörigen Funkten. Aus P"i = Rt wäre 

E, und Eg. 
E des E| sind die E eines Et ; aus P« = B« oder P'« = R"« folgt 
Legt man durch jede Eante des E, eine Ebene parallel zur Gegen- 

« El sind 4 -^ liegende Eckpunkte des K^, dessen andere vier Eck- 
i der Tetraederhöhen sind. Aus Pg = R", folgt ff« = -3- flj V^- 

ahungen die Beite a dei neuen E nbhingig Ton der Seite ■ dei gegebenen sn 
rundenen Werlhe ■ 



E4 und Es* 

2 
Fig. IU16: Vier «^ Sm des Ke sind die E eines Kj; aus P4 = R^'g ist ^4 = Q-Sg. 

Fig. 17: Die Kh des K4 sind die E eines K«; aus P"« = R"4 oder Pg «= R'4 folgt ^e = y s^. 

E« und Eq. 
Fig. 118: Die Sm des E^ sind die E des Eg; also aus P^ = R^'e ist 'demnach a^= ~ s^ y^. 

Fig. III 8: Die 8» des Eg sind die E des E«; also aus Pg = R^g ist demnach ag = -g- Sg y^- 

Eg und Eli2* 
Fig. IV 15: Acht '^ E des E^j sind die E des Eg; aus Pg = Rj2 folgt dg = ^ s^j. 

Fig. IV 1 6 : Zieht man in den Seitenflächen des Eg und zwar durch die Sm je eine Parallele 
zu den Seitenkanten, so dass von diesen Paaren*das eine jeweils kreuzend senkrecht zum andern 
ist, dann sind dieses der Lage nach drei Gegenkantenpaare des E^j. Die diesen Eanten nicht 

angehörenden andern E des E12 liegen auf den R des Eg. Aus P'^j = R"g ist 0^2 = s ^e- 

(Dabei ist sg = cr,2 + ^5)- 

SI4 und E12. 
Demnach sind, Fig. IV 16, Vier '^ E des Ei2 die E des Ej, und aus P4 = ^^% ist a^ = 

^ — S|| v^. Beschreibt man in den E4 einen Eg, in diesen nach Fig. 11115 einen E^j, so hat 

man den E12 iß den E4 einbeschrieben. Aus P12 = R"4 ist dann au = :r^ — s^ v^2. (Siehe 

desshalb Eg und E^j). 

Ef» und Eli. 

Fig. IV 17: Die Eh dreier einander kreuzend senkrechter Gegenkantenpaare des Ej2 sind 

34- v/^5 
die E des E^i. Ph == R't2; <'8 = / — 812 V^2. 

Fig. ini5: Die S» des E^, sind acht E des E12; die nicht durch diese E gehenden Eanten 
des Ej2 gohen durch die R des Eg und sind zugleich drei schon öfter berührte, zu einander kreu- 
zend senkrechte Gegenkantenpaare. Zur näheren Bestimmung hat man Y^^ = R"g , also a^i = 

E|2 und E20« 

1 4- \/^5 
Fig. V8: die S» des E20 sind die E des K^^i P12 = ^"20; <^ia = g sjg. 

Fig. IV 7: Die Sm des E,, sind die E des Ejo; P20 = R"ij; ö^» = ^\^^ »12 V^5. 

Eg und Ejo, 

Fig. V16: Vier ~ S„ des Ejg sind die E des Eg; Pg = R^'jo; «^e = ^^^^ »20- 

Fig. ni7: Legt man in jeder S des Eg und zwar durch den Sm eine Parallele zu der 
Eante, so dass von diesen 6 Geraden je ein Paar kreuzend senkrecht zu einem der andern Paare 
ist, dann sind dieses der Lage nach drei einander kreuzend senkrechte Gegenkantenpaare des E20) 

zu deren Grossenbestimmung die Beziehung dient P'20 = R"g, also <T2o "== ö"^ "*«• 

3 



E^ uud Ejg. 
Fig. VIS: Die Kt, dreier einander kreuzend senkrechter Gegenkantenpaare des Kjo sind 
. ffg = ____ a^, 

man durch die K des Eg Senkrechte, welche unter gleichem, noch zu 
n Mittelpunkt des Eg (nämUch = P') paarweise zu einander kreuzend 
'S drei Oegenkantenpaare des Ejg, welche die Eanteu des E^ ia den E 
Seiten^ächen des E;o fallen somit in die Seitenflächen des E. und geben 

1 Veranlassung. Aus P"m = R"a ist demnach a^g = ~ — a i/^. 

labei im Yerhältmas 1 : ^ 1 ^- h. nach dem goldenen Schnitt 

E4 und E20. 

- 80, des Ejn sind die E des K^. P» = R"«; wj = — ^^^^- — b,,) v^2. 

h Fig. 17 den E« in den E], und in diesen K^ nach Fig. IHlS einen 

Kjü dem Kj einbeschrieben. Aus P"m = R"4 folgt ffjo = 7—— sy^. 

§ 19. 
gen § Erwähnten dürften die gegenseitigen Beziehungen der regulären E 
sein. Es giebt jedoch ausser den eben erwähnten Ein- und Umschrei- 
!, gleichsam zufallige, welche noch nachstehend gegeben sein sollen: 
jiner Seitenfläche des Eg angehörige E sind mit dem So, der Gegenseiten- 
das8 also H, ^= 2 B,'\. 

2 V) augegebenen Falle läast sich (Fig. III19) ein Eg dadurch in einen 
in die von zwei Gegenpunkten ausgehenden Eanten, den betr. Eckpunkt 
, im Verhältniss V^2 : 1 theilt und die so erhaltenen Theilpunkte als E 
(rird og = (— 1 + v^) B« \^2. Theilt man dagegen (Fig. 11 18) im E^ 
lusgehenden Eanten, den betr. Eckpunkt als Ausgangspunkt der Theilung 
i : 1, so sind die Theilpunkte die E des einbeschriebenen Eg. Man wird 

<% = |- Ss \/^2. 

man die von 2 Gegenpunkten des Ejg ausgehenden Kanten — diese 
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■^5)], so erhält man in diesen Theilpunkten 10 E des einbeschriebenen 

linkte desselben liegen so in den diesen Gegenpunkten nicht gemein- 

iass sie deren Höhen, von der Spitze derselben ausgehend, im Yerhältniss 

3 v^5— 1 
lei ist 0,1 = gg — s^o v^5. 

I ebenso die in dem einen und andern Gegenpunkt des Eu zusammen- 

n Eckpunkte ausgehend , im , Verhältniss -a .3:1, so erhält man 

andere E jedoch nicht mehr in den Grenzflächen des E liegen. Man 
5 v^5 
38— ^•'- 

f die Einschreibungen in § 18 ergeben sich somit hieraus noch andere 
iren Polyedern, auf welche jedoch hier nur hingewiesen sein soll 
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§ 20. 

Benützt man die in § 18 angegebenen Einschreibungen, so wird es leicht sein, in einen 
der regulären K die übrigen vier in genanntem Sinne einzutragen. Es wird femer keine Schwie- 
rigkeit bieten, die fünf regulären« E so zu ordnen, dass stets der eine dem andern einbeschrieben 
ist, wofür hier nur einige Beispiele angeführt sein mögen. 

Fig. VII : K,o (K„ (Kg (K* (K,)))), oder Fig. VI2: K„ (K„ (K« (K« (K,)))), oder Fig. 
VI3: Ks (K,, (K«, (K« (K,)))), oder endlich Fig. VI4: K« (Kj„ (K« (K, (Kg)))). 

Poinsot'sche K. 

§ 21. 

Die Poinsot^Bchen Polyeder sind Sternpolyeder, welche zufolge ihrer Entstehungsweise das 
Charakteristische an sich haben, dass je gleichviel ihrer Grenzflächen in einer Ebene liegen*. So entsteht 

1) der 20eckige 8tem-Ki2, wenn man durch die fünf je einer Grenzfläche des K^2 benach- 
barten Eckpunkte Ebenen legt (Fig. TU 1) und Nr. 1.). Derselbe ist daher von 12 
Ebenen gebildet, d. h. je 5 Grenzflächen liegen in 1 Ebene* 

2) Ein anderer, von Poinsot nicht angegebener Polyeder (Fig. VII) und Nr. 2), dem ich 
den Namen 20eckiger Keil-K2o geben würde, wenn der unter 4) aufgeführte den ana- 
logen „12eckiger Keil-Kj^^ hätte, entsteht dadurch, dass man durch die sechs, je einem 
Eckpunkte des E]2 benachbarten Eckpunkte Ebenen legt. Derselbe ist demnach von 
20 Ebenen gebildet, d. h. je drei Grenzflächen liegen in 1 Ebene. 

3) Legt man durch die fünf je einem Eckpunkt des K^ benachbarten Eckpunkte Ebenen, 
so entsteht der 12eckige Stern -K,2 (Fig. VII 2) und Nr. 3). Derselbe ist daher von 
12 Ebenen gebildet, d. h. je 5 Grenzflächen liegen in 1 Ebene. 

4) Dieselben Ebenen bilden aber auch den „sterneckigen Kjj** (Fig. VII 2) und Nr. 4), 
wenn wir andere Theile dieser Ebenen als Grenzflächen betrachten. Derselbe ist daher 
von 12 Ebenen gebildet und je 5 Grenzflächen liegen in 1 Ebene. 

Die hier angeführte^ Polyeder haben einen sog. Kern, der in 1) und 2) der g. K20 
des E)29 üi 3) und 4) der g. E]2 des E20 ist; ausserdem ist zu berücksichtigen, dass in 
1) die angeführten Ebenen den zum g. E20 gehörigen g. E^2) ^^^^ ^^^ 11^ Bezug auf 
den gegebenen Ej2 mit g. g. E^2 zu bezeichnenden regulären Polyeder, einschliessen. 
Aus diesem Grunde giebt es für K^^ kein Analogen zu dem für E20 unter 5) angegebenen 
E, resp. dieses Analogon fällt mit 1) zusammen. 

5) Legt man durch die drei, je einer Grenzfläche des E20 nächstliegenden Eckpunkte 
Ebenen, so schneiden sich dieselben in den Eimten des g. E^2 ^^^ schliessen ausserdem 
den diesem g. K^^ wieder zugehörigen g. E20) in Bezug auf den gegebenen E20 also 
gg. E20 zu nennenden regulären Polyeder, ein. Durch diese Ebenen ist (Fig. Nr. 5) 
der Poinsot'sche „stemeckige 20 E" (20flächige Stemkeil) begrenzt. 

Um eine einfache, der Rechnung angepasste Construction zu erhalten, soll nachstehend ein 
dem Sinne des § 11 entsprechendes Bildungsgesetz dieser neuen E angegeben werden: 

Die in § 11 angegebenen Diagonalen sind unter Nichtberücksichtigung der Eanten des 

Ei2 (i*6Bp. E20) die Eanten des unter 1) (re^. 3)) angegebenen E; unter Mitberücksichtigung 

der Eanten des E,2 (resp.'E^o)? aber Nichtberücksichtigung ihrer mittleren Theile geben sie die 

Eanten des unter 2) (resp. 4)) angegebenen E. 

[ Dadurch findet sich dann leicht, dass die Seitenkante k der dabei vorkommenden erhabenen 

oder hohlen Pyramiden die Werthe annimmt: 

k 

* Andere K, welche dieser Bedingung auch entsprechen wurden, erhielte man ans K| und den aus Ee 
und Kg entstandenen Rh.-K. ^ 



während (§ U) a» = ^ ^ ^^ s; ad 3) nnd 4) k=^l±V^8, 

IS ist also der Winkel a einer Seitenkante dieser Pyramide mit ihrer 
iurch ad 1) und S) cos « = — — 7^-^; ad 2) o = 60"; ad 4) 



1 mitaufzufübrenden Analogen für K,j sagen wir: 
seinen g. K und seinen gg. K einbeschreibt, wie dies in Fig. VII 3) 
wie in Pig. TU 5) und 6) für einen Eckpunkt ^a gegebenen K in 
jgeben, 1) jeden Eckpunkt des K mit den Eckpunkten der ihm nächst- 
; K verbindet, 2) denaelben Eckpunkt mit den fünf seinem homologen 
genden Eckpunkten des letzteren verbindet, 3) die Endpunkte jeder 
en ihr nächstliegenden Eckpunkten des gg. K. verbindet, so sind alle 
nkte des g. K und alle Durchachnittspunkte jeder in 2) angegebenen 
r. durch 3) bestimmten Ebene die Eckpunkte des neuen zu unter- 

e früher gefundenen Resultate finden wir 

oder (ij( = —^ s j d o oder a\2 = (— 2 + v^5) s ; bestimmt 

, fi'do ausgehend, Seiten und Winkel für A doO, so findet sich aus 

— =, : . — ^i -^ -7 = ( — 2 + v^5) : 1 ; hieraus und aus dem Werthe 

n Oox em AOft' y j t 

dx wie Ox. So weit wäre die Rechnung erforderlich gewesen, wenn 

■ That von einem der früheren unterscheiden würde; da sich jedoch 

(34) + (34) = dO, so ist damit nachgewiesen, dass dO resp. xO 

lache C (3) (4) zusammenftLUt und der erhoffte neue Polyeder dem- 

ten identisch wird. 

) oder o,j ^ — — ^- — s; bf oder o'so = ( — 2 + v^5)b**; bestimmt 

von A ft'hd und A fhg ausgehend, Seiten und Winkel für A bgG, 
^ , „ sin tex sin gbO 3 — v^5 

taon bx : xG — . „° — - : —r-ZrT' = ^ — ä — ~ '• 1 ! hieraus und aus 
sm <igx sm bUg d 

; sich 6x, hieraus dann gx, durch dieses wiederum px und mit Hülfe 

ird Befinden: Gx = y s^lO; (10)x= ^^^^^ ^ ^*^5 G(13) = 

A (10)(13)x oder aus A px(13) für cos p(13)x — -j v^lO und da- 

, *: (13)x(10) = 1040 28' 39". 

ran schliesslich auch die ■< des As (13)xG, nämlich: cos x(13)G ^ 

--j; cos (13)Qx = 

;i3)Qx=22M4'19,4". 

Modellen der hier berührten Polyeder wird wohl für 1) — 4) kaum 
1 und 5) wird sich, gestützt auf 2), mit Hülfe dieses Kernes und der 
the oder Kanten winkel auch zusammenstellen lassen. 



s durch 34 beieiohnete Kante dea g K. 
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